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Abstract

This paper is a collection of results about topologies in stable groups. The first sec-
tion defines and studies variants of the Srour topology. The second section examines the
behaviour of terms in these topologies and particurlarly the question of generic equations.
The last section is devoted to the notion of completeness and possible applications to the
bad group problem.

Ces notes rassemblent des résultats partiels que j’ai obtenus en essayant de prouver que les
mauvais groupes n’existent pas. Mon approche essaie de généraliser la preuve pour les groupes
algébriques (ou les groupes de Zariski) en utilisant une variante de la topologie de Srour au lieu
d’une topologie de Zariski (abstraite). Il semble qujourd’hui que ces techniques ne peuvent pas
s’appliquer a tous les groupes de rang de Morley fini ; toutefois on pourrais espérer des résultats
sous des conditions raisonnables (comme étre fortement équationnel). J’espére que 1’approche
aura son intérét.

Soit £ un langage contenant un symbol binaire p et T une L-théorie complete dans laquelle n
est une loi de groupe. & dénotera un modele saturé de T suffisamment grand. L’élément neutre
est désigné par e et le passage & I'inverse x — x~ par t; puisque les deux sans définissables sans
parametres (et essentiellement sans quanteurs), on peut aussi bien supposer qu’ils se trouvent
dans le langage. G™ est toujours le produit cartesien de n copies de G.

Pour beaucoup des raisonnements présentés ici, il n’est pas nécessaire de travailler dans un
groupe. Pour souligner cela, 9t désignera parfois un modele saturé d’un langage £ quelconque.
Si A CUnew B(G™), alors A, = ANP(G™). On supposera toujours G™NG™ = @ pour m #n
(et donc P(G™) NP(G™) ={0}).

T(-) désigne toujours une topologie ou une famille de topologies; F(-) en est ’ensemble des
fermés.

1 Une notion générale d’ensemble fermé

1.1 Cloture par suite d’indiscernables

Soit X un groupe de bijections de G™. On considéra par exemple le groupe Aut(®) avec son
action diagonale.

Définition 1.1 Une suite I-indiscernable est une suite infinie (Xi)ic1 de n-uples telle que pour
tout k et tous k-uples i1 < --- < ik et j1 < --- < jx extraits de 1, il existe 0 € X envoyant
(7?11,. .. ,iik) sur (7251 Y- 'v%ik)'

Une partie X C G™ est dit clos & gauche (clos & droite, clos respectivement) par suites X-
indiscernable si chaque fois que Xoo (Xi)icw (0% (Xi)icw Xoo, 0U lun ou l'autre, respectivement)
est une suite L-indiscernable avec X; € X pour i € w, alors Xoo € X.



Les ensembles clos (6 gauche, & droite) par suites X-indiscernable sont les fermés d’une topologie
sur G™, appelée la Z-topologie (& gauche, & droite respectivement). Notons t (X) la X-topologie
et Fn(X) la famille des L-fermés.

Si ¥ < X' en tant que groupes de permutations sur G™, alors la X-topologie est plus fine que la
Y'-topologie, i.e. Ty (Z') C 1 (X).

Un ensemble clos par suites X-indiscernable contient tous les éléments de n’importe quelle suite
X -indiscernable des qu’il en contient une infinité : tout élément de la suite apparait au début
ou & la fin d’une sous-suite comme dans la définition.

Un X-image d’une suite X-indiscernable est encore une suite X-indiscernable; donc X est clos
par suites X-indiscernable ssi il existe un X-image de X clos par suites X-indiscernable ssi tout
Y-image de X est clos par suites X-indiscernable.

Définition 1.2 L’action de X sur G™ est définissable s’l existe un énoncé du premier ordre
dans un langage augmenté par n. symboles de fonctions n-aires fi qui décrit si (f%,...,f%) € L.

Dans le cas d’une action définissable, on peut raisonner avec le théoréme de compacité : par
exemple, un ensemble est clos & gauche si et seulement s’il est clos & droite : on peut d’abord
renverser ’ordre de la suite et puis utiliser la compacité pour changer le type d’ordre des autres
éléments de w* en w.

Exemple 1.3

(1) Pour un groupe X fini, les seules suites L-indiscernables sont les suites constantes; la
X -topologie est donc la topologie discréte sur G™.

(2) A Dopposé, pour un groupe L qui est hautement transitif sur G™, comme le groupe des
bijections définissables, toute suite respectant le type d’égalité devient X-indiscernable. Les
fermés de la L-topologie sont donc les ensembles définissable par une formule positive avec
paramétres, dans le pure langage d’égalite (les < fermés triviauz > ).

(3) Les Aut(®)-fermés ont été appelés < indiscernible closed » dans [JL]. Un Aut(&)-fermé
définissable est la méme chose qu’un fermé dans le sens de Srour [PS]. La topologie de Srour
est celle engendrée par les Aut(®)-fermés définissables (ou encore la Aut(®)¥ -topologie).
Cette topologie est non-triviale et mal connue dans la plupart des structures classiques.
Dans le cas des corps algébriquement clos, elle est comprise entre la topologie de Zariski
et la topologie constructible. Elle s’est toutefois avérée trop fine pour les applications
géométrique, par exemple parce que tout ensemble (-définissable est un fermé de Srour.

(4) Soit Ty, le groupe de permutations sur G™ engendré par les translations & gauche et les
translations a droite. De nouveau, seulement les suites constantes sont Ty -indiscernables ;
la topologie associée est discreéte.

(5) Dénotons par Hol, (&) le groupe de permutations sur G™ engendré par T, et laction
diagonale de Aut(®). Si & est un pure groupe, alors Holj (&) = Aut(®) x G ; ceci n'est pas
vrai pour 1 > 1 puisque les conjugaisons dans G™ ne sont plus des automorphismes. En
général, Hol,, (B) est isomorphe ¢ G X Aut(®) x G quotienté par Inn(®B) ; en particulier
son action est définissable.

Dans les groupes algébriques, la Hol, -topologie est strictement comprise entre la topologie
de Zariski et la topologie de Srour.

On s’intéressera plus particulierement aux ensembles type-définissables. Il n’est pas clair si les
Y -fermés type-définissables donnent une topologie, c.-a-d. si une intersection quelconque de X-
fermés type-définissables est encore type-définissable. Cela marche bien si 'on se restreint aux
ensembles type-définissable au-dessus d’un ensemble de parametres A. Toutefois, si X est type-
définissable au-dessus de A C B, alors son adhérence dans la Xg-topologie est type-définissable
au-dessus de B et A-invariant, donc type-définissable au-dessus de A. On a donc une notion de
Y -cloture type-définissable (cf. [JL]). Soit FiP(Z) la famille des I-fermés type-définissables.

Finalement on peut considérer la topologie engendrée par les X-fermés définissables, qu’on
appelera la Z4f-topologie T¢f(X). Comme d’habitude, F(X) dénote la famille des Lq¢-fermés.



Dans le cas de la topologie de Srour, et donc de toute sous-topologie (par exemple si Aut(®) <
¥), tout L3 fermé est type-définissable, voir [JL]. On a donc

Fn(Z) N Def(®) C FIH(X) C FIP(Z) C Fn(X)

Le but de toutes ces considérations serait de trouver une topologie qui ressmeble & la topologie
de Zariski. En particulier, on aimerait avoir les propriétés suivantes :

e une topologie invariante qui ne dépend que peu du langage (en particulier invariante quand
on nomme des constantes) ;

e les termes définissent des applications continues;
e les sous-groupes définissables sont fermés;
e il existe une notion de complétude intéressante.

De dernier point reste un peu vague pour l'instant. On pourrait aussi demander que la topologie
reconnait 'indépendance (ce qui est vérifié dans un groupe algébrique pour toute topologie
comprise entre celle de Zariski et celle de Srour).

Les exemples montrent qu’il faut chercher des groupes contenant Aut(®), mais évitant des
groupes trop transitifs comme celui des bijections définissables. Un tel groupe est par exemple
AvT(8), le groupe des bijections de G conservant tous les ensembles ()-définissables. On peut
le voir comme un produit semi-direct de Aut(®) et de « Autt(L) ». Son action n’est pas
forcément définissable.

1.2 Rapports avec la DIC

Un X-image de X C G™ est un ensemble de la forme {(o(xﬂ‘...,o(xn)) | (X1,...,%n) € X}
pour un o € X.

Définition 1.4 Un ensemble X C G™ satisfait d la X-xk-DIC si toute intersection de X-images
de X en est une sous-intersection de cardinalité plus petit que K.

X est lui-méme X-image de tous ses X-images; donc X satisfait & la X-k-DIC ssi il existe un
Y-image de X satisfaisant a la X-k-DIC ssi tout Z-image de X satisfait a la X-x-DIC.

Si k est régulier, alors X ne satisfait pas a la X-k-DIC si et seulement s’il existe une suite de

X-images K fois descendante, i.e. des 0; € X pour i € K tels que 04 [X] ¢_ N o0ilX] pour tout
i<a

x < K.

Remarque 1.5

e Soit k < k', et L < X' en tant que groupes de permutations sur G™. Si X satisfait o la
Y'-k-DIC, alors aussi d la Z-«'-DIC.

o Si tous les Xi satisfont & la X-k-DIC, alors (| Xi satisfait & la X-max{k,|1|*}-DIC.

iel

e Si Xq,...,Xn satisfont d la X-k-DIC, alors X7 U---U X, aussi.
[La preuve marche comme dans [PS] pour les fermés de Srour : soit une suite 0;[XqU- - -UXy]
k-fois descendendante. A chaque étape c’est & cause d’un des 0i[X1],..., 0i[X]. Choisissons
j et une sous-suite de longueur « tels que chaque o3, [X;] fait descendre la suite. Alors les
0y, [X;] forment une suite qui descendend « fois.]

Ceci donne lieu & d’autres topologies : en prenant les ensembles (définissables, type-définissables
respectivement) satisfaisant la X-k-DIC comme base de fermés. A chaque fois, il suffit de clore
par intersections quelconques.

Proposition 1.6 Supposons que laction de X sur G™ soit définissable. Alors un ensemble X
satisfaisant a la X-k-DIC est clos par suites X-indiscernable. Si X est définissable, la réciproque
est vraie.



O Supposons que X ne soit pas clos par suites X-indiscernable. Soit alors (Xi)icw une telle
suite avec x; € X <<= i > 1. Par compacité, il existe pour tout i un o; € X tel que
0i(X;5) = Xi4j. Alors X ¢ 0i[X] et donc {0i[X] | i € w} ne satisfait pas a la DIC puisque
Ziliewln N oilX] =0, mais Xx € [\ o[X] pour tout k fini.
iew i<k

Supposons maintenant que X soit définissable et ne satisfasse pas a la Z-X-DIC. Donc il existe
des 0; € L et des @; tels que a; € o;i[X] pour tout i € w et a; ¢ oi[X] si i < j. En particulier,
on obtient des suites (Qj1i)icw dont tous les éléments sauf le premier sont dans o;[X]. Par des
arguments de compacité et de Ramsey, on peut trouver un o[X] et une suite X-indiscernable
avec cette propriété. O

Question 1 Est-ce qu’on a l’équivalent pour un ensemble type-définissable (avec la k*-DIC o1
K borne la taille du type) ¢ Est-ce que la X-Xo-DIC pour un ensemble type-définissable implique
qu’il est définissable ?

Corollaire 1.7 Supposons que laction de L sur G™ soit définissable. Alors un ensemble défi-
nissable satisfait a la -Xo-DIC dés qu’il satisfait ¢ la -<-DIC pour un K.

Une preuve directe est simple :

O Sans perte de généralité, k peut étre pris régulier. Soit X définissable, ne pas satisfaisant a
la X-Ny-DIC. Alors il existe une suite de L-images X fois descendante, donc le type suivant
est consistant :
{O‘a € L, 3x (—ox(X) A /\ 05(x)) | « < k,]J fini C (x}
je]

ce qui donne, par saturation de &, uns suite k fois descendante. O

Corollaire 1.8 Supposons que laction de X sur G™ soit définissable. Alors la L-topologie est
plus fine que celle engendrée par les ensembles satisfaisant la Z-x-DIC. La L% -topologie coincide
avec celle engendrée par les ensembles définissables satisfaisant d la X-k-DIC.

En particulier, pour un ensemble définissable, il n’y a qu’une notion de fermé relatif & un X
agissant définissablement sur G™.

S’il n’y a pas d’ambiguité, je remplacerai T(Z) par Z et t(Z) par Z%, etc., sans autre
mention explicite.

1.3 Familles de topologies

Il s’agit maintenant de relier des topologies sur les différentes G™.

Définition 1.9

(a) Une structure avec une famille T de topologies est la donnée d’une structure I et, pour
tout n, une topologie T,, sur M™. On parlera parfois, par abus de langage, d’une topologie
sur M.

(b) Soient t,t' deuzx familles de topologies sur 9. Une application f: M' — M™ est un t-t'-
morphisme si, pour tout n € w, Uapplication f) :=f xidmn est Tiyn-T), n-continue. Si
T =1', je dirai T-morphisme ou morphisme tout court.

(c) (9N, T) est dite avoir une propriété topologique (p.ex. compact) si toutes les T,, ont cette pro-
priété. Par contre, (9N, T) est dite separée (comme en géométrie algébrique) si la diagonale
A est fermée dans T5.

(d) Une structure faiblement topologisée est une structure 9 avec une famille T de topologies
telles que toutes les fonctions définissables sans paramétres dans le pure langage d’égalité,
i. e. toutes les fonctions du type (X1,...,%Xn) — (Xiy,...,Xi. ), sont des morphismes.



(e) Une structure topologisée est une structure faiblement topologisée (M, T) tels que les fonc-
tions de base sont des morphismes et les relation de base fermées.

Remarque sur la définition : les propriétés sur T dans (d) reviennent & dire que T est un
foncteur Fin — Top ou Fin est la catégorie des nombres naturels avec toutes les fonctions, Top la
catégorie des espaces topologiques avec les fonctions continues, et avec T(a) : (X0,...,Xn_1) —
(X(0)» -+ -y Xa(m—1)) PoUr tout oc: m — m.

Une structure est faiblement topologisée par une famille de topologies T, ssi toutes les pro-
jections m : M**1T — MK, (x,1) — U, toutes les permutations de coordonnées, et toutes les
applications diagonales &1 : M**1 — M**+2 (x,{) = (x,x,1) sont continues.

Remarque sur la terminologie : J’appelle ces structures < topologisées > (ce qui n’est
pas tres joli) et non pas < topologiques » parce que classiquement il n’y qu’une topologie dans
une structure topologique et les applications de base sont continues par rapport aux topologies
produit.

Soit X4 une suite de groupes opérant sur M™, c.-a-d. un groupe X, agissant sur M™, et T(Z,)
la famille des X, -topologies (respectivement t4f(X,) celle des Z%f-topologies).

Lemme 1.10 Supposons que X, est tel que

— pour toute permutation T € Sym(n) et tout 6 € L, T 'ocoT € L, (0% T agit sur les indices
des coordonnées)

— pour toute projection T, : M™1 o M™ et tout ¢ € L1, il existe un ¢' € I, avec
Mmoo=0'om

— pour toute application diagonale 5, : M™1 — M™2 et tout 0 € X2, il existe un ¢' € Lyi1
avec o0’ =00

alors (M, T(X,)) est une structure faiblement topologisée.

O Traduction immédiate de la définition. O

Remarquons qu’avec I'injection naturelle Sym(n) < Sym(M™), la premiere condition se traduit
en Sym(“) Cc NSym(M“](Zn)-

Exemple 1.11 (Les exemples génériques) Soient A, B deuz groupes agissant sur M. Alors
on a les structures faiblement topologisées suivantes :

(1) (M, T(A)) ot Iy, = A avec laction diagonale sur M™.

(2) (9, T(B*)) ot X, =B x --- x B avec laction « coordonnée par coordonnée > sur M™.

(3) (M, T(A-B®)) ot X, = le groupe de permutations engendré par A et B x --- x B avec les
actions précédantes.

Remarque sur la notation : X, dénote une suite de groupes X,, quelconque; I*® la suite des
XM =% x---x X avec les actions coordonnée par coordonnée; et X parfois la suite constante X
avec les actions diagonales.

Tn(Aut(9M)) est donc la topologie de Srour sur M™, associée a 'action diagonale de Aut(9)
sur M™; par contre T(Aut™(9M)) = T, (Aut®(M)) est la topologie sur M™ associée & I’action de
Aut(9M) x --- x Aut(IM).

Pour décharger les notations, j'oubliérai souvent la structure et j’écrirai simplement t(Aut) etc.

Soit M = & un groupe. On s’intéressera aux combinaisons entre Aut(®) et G agissant par
translation & gauche et & droite, en particulier & Hol,, (&) qui est le groupe engendré par Aut(®),
par G™ agissant par translation a gauche, et par G™ agissant par translation & droite.

Exemple 1.12

(1) (M, t(Aut)) est une structure topologisée, donc toute structure est topologisée par la topolo-
gie de Srour, et de fagon T1, quasi-compacte, localement noetherienne, séparée.

(2) Un groupe algébrique est topologisé par la topologie de Zariski de fagcon T1, quasi-compacte,
noetherienne, séparée.

Est-ce que le dernier est de la forme (&,T(Z,))?



1.4 Généralisations possibles
1.4.1 Définitions syntaxiques

Lemme 1.13 Soit laction de X sur G™ définissable. Si X est un X-fermé définissable, alors
il existe une formule @ tel que X est défini par une @-instance et toute @-instance définit un
X -fermé.

O Soit X =1(G, a). Alors

tp(a) - ﬁ(ﬂ(xi)iew [ (xi)icw est Z-indiscernable A —(Xo,a) A /\ P(Xi,a) ])
i>1

Le cOté droit est exprimé par un type partiel ; il existe donc une formule interpolante & et on
posera ¢@(x) :=P(x,y) Ad(y). O

Les X-fermés définissables sont donc exactement définis par des instances d’une certaine famille
de formules. Ceci est parfois utile dans les raisonnements et ca place les Z4-topologies dans
un contexte plus vaste : on pourrait considérer n’importe quelle famille de formules (close par
combinaisons booléennes positives) et prendre les ensembles définies par ses instances comme
base de fermés. On particulier on pourra penser & restreindre une L4f-topologie en imposant
des conditions syntaxiques supplémentaires.

1.4.2 Constructions <« ad hoc >

Si la X-topologie manque une propriété, on peut essayer de considérer la plus grand sous-
topologie ayant cette propriété. Deux propriétés importantes qu’on peut obtenir ainsi sont :

e « Topologies fibreuses » : toute fibre d’un fermé est fermé.
e « Topologies invariantes par translation » : tout translaté d’un fermé est fermé.

Définition 1.14 Soit F C P(G=*).

(a) Soit Ff la plus petit partie de F close par fibre : Ff := {X € F | tout fibre de X est dans F}.

(b) Soit F* la plus petit partie de F close par translation : F*:={X € F [ g-X- h € F pour
tout §,h € G™ et (I'unique) n tel que X C G™}.

(c) Soit F¢ la plus petit partie de F close par conjugaison : F<:={X € F | g '-X-§ € F pour
tout g, € G™ et (I'unique) n tel que X C G™}.

(d) Soit FP" la plus petit partie de F close par image sous projection : FP" :={X € F | n[X] €
F pour toute projection standard Tt}.

Les opérations « prendre une fibre >, < un conjugué » et < un translaté » commutent avec des
intersections et des réunions. Donc si F est ’ensemble des fermés d’une famille de topologies T,
alors Ff, F¢ et F* sont les fermés de topologies tf, F¢ et F* respectivement. Ceci ne marche pas
pour les projections, FP' n’est pas nécessairement close par intersection (voir aussi p. 15). Bien
stir, T, F¢ et T* ne sont autres que les topologies finales de T pour les applications X — (X, a),
les conjugaisons et les translations respectivement.

Un des buts est de trouver une topologie pour laquelle la multiplication p (et plus généralement
tous les termes) soit continue. Pour cela on pourrait prendre la topologie finale par rapport &
K. Mais on a aucun contréle sur les fermés de cette topologie; en particulier on ne peut pas
facilement déterminer si elle est triviale. La raison est que p est une fonction G™ — G™ avec
n > m. Dans les cas ci-dessus on peut décrire les fermés de G™ par induction sur n & partir des
fermés de départ.

1.4.3 Topologie absolues

Un des désavantages de la topologie de Srour est qu’elle dépend trop du langage. On pourrait
donc définir une <« topologie de Srour absolue » en prenant I'intersection de toutes les topologies



de Srour pour tous les langages possibles. Le probleme alors est qu’on a plus aucun contrdle
sur les fermés.

(Remarquone que le complément de la diagonale reste fermé dans la topologie de Srour absolue,
mais il ne le sera plus dans la version absolue de la topologie de Srour fibreuse.)

1.4.4 TItérations

Etant donné une topologie T(Z,) sur &, on peut essayer de l'utiliser pour définir un autre

) comme le groupe des T(Zﬂq)—

homéomorphismes de G™, et T(Z%w)) comme l’intersection de tous les T(Z%k]).

groupe agissant sur &. On pourrait penser & définir ZLH]

Remarquons que tout fermé de Zariski est H-fermé, ou H dénote le groupe des homéomorphismes
de la topologie de Zariski, ceci parce que la topologie de Zariski est noetherien. C’est faux en
général ; mais cela ne veut pas encore dire que la topologie de Zariski est contenue dans T(Zﬁw])

si elle I’est dans T(X,).

2 Termes

2.1 Continuité des termes

Sans spécification aucune, < terme » voudra dire « terme dans le pure langage des groupes
{u, 1, e}, possiblement avec parametres ». Un terme t(x1,...,Xx) définit une application t :
Gk = G; je confondrai souvent le terme avec cette application et parlera par exemple de la
continuité d’un terme.

Partons maintenant & la recherche d’une topologie pour laquelle tous les termes sont continus.
Ceci parce que la continuité des terms pour la topologie de Zariski est essentiel en géométrie
algébrique.

Lemme 2.1 Soit (&,7) une structure faiblement topologisée. Equivalent sont
e tous les termes sont T-continus.

o tous les termes sont des T-morphismes.

o 1, L, 0:xm— (X,X), et toutes les fonctions constantes 4 : x — a sont des T-morphismes.

O Pour la premiere équivalence, il suffit de remarquer que tj,; = § pour un terme s. Pour
I'implication de bas en haut, suivre la construction inductive d’un terme. O

Remarque 2.2 Soit T une famille de topologies sur & donnée par une notion de cloture par t-
suites. Si (x;1 ,Ui)icw est une T-suite pour toute T-suite (Xi,Yi)icw, alors L est un T-morphisme.
Si (x1,XiYi)icw est une T-suite pour toute T-suite (Xi,Yi)icw, alors & est un T-morphisme.

2.1.1 Applications constantes et topologies fibreuses

Lemme 2.3 u, 1 et § sont des Aut-morphismes ; les applications constantes C le sont ssi c €
acl(D). Toutes les applications constantes sont des T-morphismes ssi T est fibreuse.

O Toutes les applications ()-définissables sont clairement des Aut-morphismes, donc aussi les
& pour ¢ € acl(@). Par contre, ¢ '[M2\A] n’est pas fermé pour tout autre c. La derniere
affirmation est pratiquement par définition. O

Remarque 2.4 v, la plus grande sous-topologie fibreuse de T, est la topologie finale de T pour
les applications constantes. Si T = T(Z,), alors T° est la topologie associée aux suites (Xi)icw qui
sont constantes dans quelques coordonnées et dont la restriction aux autres coordonnées donne
une suite de X-indiscernables.



En particulier T(Aut)® contient T(Aut®). L’inclusion est stricte, car p.ex. ’adhérence de la
diagonale dans T(Aut®) est J {'p[M} xpIM] | P ES ((0)}. On voit que T(Aut®) est trop grossiere
et probablement pas tres utile.

J’utilise les notations Xz = {X | (X,a) € X} et X ={X | (a,%) € X} pour les fibres. Toutes les
fibres ne sont pas de cette forme, mais on peut souvent se limiter & ces cas en raisonnant a
permutation de coordonnées pres.

Lemme 2.5 (, & et les applications constantes sont des Autf—morphismes ; W ne l’est pas. Plus
précisément, si W est un T-morphisme pour une topologie fibreuse T, alors T = Tt.

O Les applications constantes le sont par définition, t et § par 2.2. Si p est un morphisme,

alors @ (X1,...,Xn,Y1,---,Yn) = (X1Y1,...,XnYn) aussi. Donc si T est fibreuse, alors T est
invariante par translation car §- X = 51 (@' X)) et X-g = (5! [X])g-1- Et puis G\{e} est
Autf-fermé, mais pas Aut'-fermé. O

En fait, on peut facilement montrer que L et & sont des Tf-morphismes si ce sont des T-
morphismes.

Corollaire 2.6 Si les termes sont tous T-continues pour une sous-topologie de T(Aut), alors
T C t(Aut)t.

Proposition 2.7 (9, t(Aut)f) est une structure faiblement topologisée, invariante et séparée.
F(Aut)f est une sous-famille propre de F(Aut) contenant les fermés triviauz. F(Aut)’ est close
par < quantification universelle > (i.e. les projections sont des applications ouvertes) et fibres.

O Clairement la définition de T(Aut)" est invariante et les permutations de coordonnées sont
des morphismes. Une fibre d’un fermé trivial est encore un tel fermé; « quantification uni-
verselle » et « fibres » commutent ; le reste a déja été démontré. O

T(Aut)! est une meilleure approximation de la topologie de Zariski, surtout parce que des
ensembles comme le complément de la diagonale ne sont plus fermés. Toutefois, T1(Aut)f =
T1(Aut), et peut donc contenir des ensembles cofinis si acl((})) # 0. Aussi tout ensemble de rang
1 dans F(Aut) est aussi dans F(Aut)".

2.1.2 Topologies invariantes par translations

T(Aut)' est un premier candidat sérieux pour la continuité des termes; c’est vrai dans les
groupes abeliens, mais inconnu pour les groupes algébriques.

Remarque 2.8 T, la plus grande sous-topologie invariante par translation de T, est la topologie
finale de T pour les translations (des deux cétés)._ Sit="1(X,), alors Tt est la topologie associée
auz suites (Xi)icw pour lesquelles il existe § et h tels que (G -Xi - h)icw est indiscernable.

Proposition 2.9 t(Aut)! = t(Hol,).
O Supposons qu’il existe une chaine infinie
(p(j_(vBO)G o (P(’_(,BO)G N (P(X)EH )G DR (P(’_(‘BO)G n---N (p()_(vBO)G Do

Alors pour tout A il existe une telle chalne avec des I_Zi indiscernables au-dessus de A (et leur
type au-dessus de A est un type limite des types des b; de départ) : ceci parce que ’existence
d’une telle suite est exprimée par

/\ Hin(@(in» BO) VARERWAN (P()Zn,Bn) /\_‘(P(’Zn,f?nﬂ ))
necw
et on peut y appliquer les raisonnements standard utilisant Ramsey et compacité.

Supposons maintenant que X = @(X,b)¢ ¢ F(Hol,) et que les §iX*h; = (p(@fiﬁf,fjﬂe
forment une chaine infinie strictement descendante pour i1 € w. Par la remarque précédante,



tous les (g, hi, bs) peuvent avoir le méme type. Ceci montre que JoX%ho ¢ F(Aut), donc
aussi oy ' [Gol - X - oy ' [Mo] & F(Aut), d’ott X ¢ F(Aut)t. O

Lemme 2.10 , & et les applications constantes sont des Hol,-morphismes.

O 6 car c’est un des exemple génériques 1.11; ¢ & cause de 2.2.
Soit X € F(Aut)". Alors §-Xg-h=((g,a ') -X- (h,&)), € F(Aut). O

En fait, on montre facilement que . et & sont des tt-morphismes si ce sont des T-morphismes.
Par contre, une sous-topologie invariante par translation T de la topologie de Srour n’est pas
nécessairement fibreuse ; pour que ce raisonnement marche, il faut que € soit un T-morphisme.

Lemme 2.11 57 un sous-groupe définissable H est un fermé de Srour, alors tous ses cosets
sont des fermés de Srour.

O Soit (Xi)icw une suite d’indiscernables telle que X; € aH pour tout 1 > 0. Alors ()"(1_1321)#1
est une suite d’indiscernables dont presque tous les éléments sont dans H. Puisque H est un
fermé de Srour, 721_1320 € H. Donc %o € X1H = aH, aH est un fermé de Srour, et Ha~' = t[aH]
également. d

Obs : ceci ne montre pas que H € F(Hol,). Par contre, si NI G™ est un fermé de Srour, alors
N € F(Hol) — ce qui n’est pas F(Hol,)! Un sous-groupe définissable caractéristique est bien
str un fermé de Srour.

Pour un sous-groupe définissable, étre un fermé de Srour s’appelle aussi « la condition de
Baldwin—Saxl ».

Lemme 2.12 Dans un groupe stable, les cosets des sous-groupes définissables sont Hol, -fermés.

O Les translatés de conjugué d’un tel coset forment une famille uniformément définissable. Si
leur intersection est vide, une sous-intersection finie I’est par compacité. Sinon on peut translater
la situation de fagon que e est dans l'intersection, alors on aura une famille uniformément
définissable de sous-groupes et la condition de Baldwin—Saxl s’applique. O

Proposition 2.13 (&, t(Hol,)) est une structure faiblement topologisée, invariante et séparée.
F(Hol,) est une sous-famille propre de F(Aut)f, contenant les cosets des sous-groupes définis-
sables caractéristiques (en particulier les fermés triviaux), et close par quantification universelle
et fibres.

O Ce qui n’a pas encore été prouvé est immédiat. O

Probléme 1 Dans quels groupes est-ce que la multiplication est continue pour T(Hol,) ¢

Si c’est le cas, alors le groupe est centralisateur-connexe (voir 2.2), et on connait des exemples
de groupes nilpotent, (et/ou) de théorie simple, qui ne le sont pas. La stabilité semble donc une
condition nécessaire. Je n’ai ni de réponse pour le cas w-stable, ni pour des groupes algébriques.
Le seul résultat positif général est :

Lemme 2.14 y est un Autf-Hol, -morphisme. Si & est abelien, alors w est un Holy-morphisme.

O Soit X € F(Hol,). Alors “[11} [X] € F(Aut) et il reste & vérifier que toute fibre y est. Il suffit
de considérer les cas suivants (le reste est analogue ou s’ensuit) :

(M@H[X])(b] ..... bm) = H[;]_m][x(b] ..... b )]
a (kX1 = (a7,e)-X € F(Aut).
(a,b)(HFTI]][X]) = abX
Si & est abelien, alors (g1,d2,3d) - ”[;1] X] = ”[7111] [(g1gz,§) -X] € F(Aut). O

Soit 5, la topologie finale de T, relative aux conjugaisons avec des n-uples arbitraires.



Lemme 2.15

(a) u est un Hol,-morphisme ssi toutes les applications pq @ (x,y) — xay sont des Aut-Hol,-
morphismes.

(b) w est un Hols-morphisme ssi u est un Aut®-Hol,-morphisme. En particulier, si les conju-
gaisons sont des Aut-morphismes, alors w est un Hol,-morphisme.

O Tout vient des transformations suivantes :

(90,91,8) - K X - (ho,ha, B) = {(x,9,2) | (xhg 07 "y,2) € (g0, 8) - X - (ha, )}
- u(i;u ho)=1[n] [(g0,9) - X+ (1, h)]

—1 _ — (g]ho,é]
= (”[n] [(91h0go,d) - X+ (h1,h)])

La nécessité des conditions est claire. O

Tout fermé de Zariski est Hol,-fermé; le réciproque est fausse : soit dans le groupe additive
d’un corps algébriquement clos le cercle de centre (a,b) et de rayon r. Si on en enléve le point
(a+T1,b) (qui est définissable au-dessus de la base canonique du cercle), on obtient un Hol,-fermé
qui n’est pas un fermé de Zariski.

Probléme 2 FEst-ce que t(Hol,) peut augmenter quand on nomme des constantes ?

2.2 Groupes localement noetheriens

Soit t(x1, . ..,%k) un terme. Soit Vo (t) :=t7'(a), c.-a-d. 'ensemble défini par t(x1,...,Xk) = a;
jappelle V(t) := V(t) <« 'ensemble des zéros de t » ou « P'ensemble défini par t ». Toute
équation entre termes tq(X) = t2(7J) peut étre transformée en t(X,7) := u(t; (7‘()“51 (@) =e

Définition 2.16
(a) Soit V la famille des ensembles définis par des termes.

(b) & est appelé localement noetherien si V C F(Aut), i.e. si les termes définissent des fermés
de Srour.

Si & est localement noetherien, alors V C F(Hol,). C’est un résultat local, i.e. si t(X,7) est un
terme sans parametres et V(t(X,a)) € F(Aut) pour tout @, alors V(t(X,a)) € F(Hol,).

Exemple 2.17

(1) Les groupes linéaires (sur un corps quelconque) sont localement noetherien car les termes
définissent des fermés de Zariski.
En particulier, les groupes libres avec < No générateurs et les groupes nilpotent finiment
engendrés sont localement noetheriens, [W].

(2) Les groupes (stables) abeliens-par-fini sont localement noetherien : pour < abelien >, c’est
une conséquence du lemme 2.14, les extensions finies viennent de 2.18.

(8) Voici un exemple nilpotent qui n’est pas centralisateur-connexe : Soit G = @, ., < g1, i >
ot [gi, ] # e. Alors G est nilpotent de classe 2 et posséde la chaine de centralisateurs
Cs(90) D C(g0,91) D Cs(g0,91,92) D -+ (evemple de Kegel).

(4) On peut trowver dans [Br] un exemple d’un groupe centralisateur-connexe qui n’est pas
localement noetherien.

Question 2 FEst-ce que les groupes stables sont localement noetheriens ?
Est-ce qu’un groupe simple de rang de Morley fini est localement noetherien ¢

La deuxieme partie est un test pour la conjecture de Cherlin.

Question 3 Est-ce qu’un groupe équationnel est localement noetherien ?
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La construction de Mekler & partir de ’example d’une théorie Ny-stable non-équationnelle
donne certainement un groupe Np-stable non-équationnel, mais il est inconnu s’il existe un tel
groupe de rang de Morley fini, voire une structure non-équationnelle de rang de Morley fini (la
construction de Mekler augmente le rang).

Etre localement noetherien ne dépend que du type d’isomorphisme en tant que pure groupe. La
classe des groupes localement noetherien n’est pas axiomatisable; elle est par contre close par
équivalence élémentaire car dans chaque groupe, la longueur de chaines est bornée pour chaque
terme.

Proposition 2.18 (a) La classe des groupes localement noetheriens est close par sous-groupe,
extensions finis et produit directs finis.

(b) Elle n'est ni close par quotient, ni par extension avec un groupe localement noetherien.

(c) Un groupe (suffisament saturé) résiduellement localement noetherien est localement noethe-
rien.

Dans (c), il faut que le groupe soit saturé par rapport au nombre de quotients nécessaire pour
témoigner que le groupe est résiduellement localement noetherien. Si ce nombre est fini, aucune
hypothese sur le groupe est nécessaire.

O (a) Pour les sous-groupes, il suffit de remarquer que les termes sont sans quanteurs et que
la DIC est conservée quand on intersecte avec une partie de 'univers.

Pour les extensions finies, soit N < G d’indice fini. Multiplication avec g~ induit une bijection

entre V(t(X)) NgN™ et V(t(g-x))NN™. Si N est localement noetherien, la DIC se propage sur
tous les cosets de N™, donc aussi sur G™.

Les produits directs sont un cas particulier de (b); on notera qu’on aura pas besoin de la
saturation dans la cas d’un produit fini.

(b) 2.17 donne un exemple d’un groupe & Ny générateurs qui n’est pas localement noetherien.
1l est le quotient du groupe libre & Ny générateurs qui lui est localement noetherien. De plus il
est nilpotent, donc extension d’un groupe abelien, donc localement noetherien, par un autre.

(c) Considérons le terme t(X,§) et notons pour simplifier t(a) := t(X, @). Supposons qu’il existe
N; <G, j €], avec ﬂiel Ni = {e} et tels que tous les G/N; sont localement noetherien. Soit
Vn;(t) = ! [N;]. Alors pour des I; finis C I, on a

(Vitla)) =[N (ta)) = () [ Vn;(ta)

iel jeJiel i€l i€l
N Nvst@)= () Vita@)
ieU 1; el ey I
je] j€]
Donc les V(t(a)) satisfont & la max {No, |]|+}—DIC, donc par compacité aussi a la DIC. O

2.2.1 Deux ou trois choses que je sais de V...

Tout ensemble dans V est définit par une formule de la forme aoxi] ©QnX] x1 = e. Parce que

les application (-définissables sont Aut-continues, on peut ehmlner les 1nverses et les doubles
occurences de variables. Soit V(ao, ..., an) == V(aoxo “anXn) = {X | aoxo - anxn = e} o
les xi sont supposés deux a deux distinctes. Donc

Remarque 2.19 & est localement noetherien ssi tous les V(ay,...,an) sont dans F(Aut) ssi
toutes les formules YoXo - - - YnXn = € sont des équations dans le sens de Srour (en X).

Lemme 2.20 cas : V(a) € F(Hol,) pour tout a.
cas : V(a,b) € F(Hol,) pour tous a,b ssi & est centralisateur-conneze.
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O (a) Sit ne contient qu’une occurence de variable, alors V (t) est un singleton.

(b) Puisque t est un morphisme, on peut aussi bien considérer V(axby~—1) = (a~1,b)-Al®&P) et
il suffit donc d’étudier quand les conjugués de la diagonale satisfont & la condition de Baldwin—
Saxl. Supposons 0 € I, alors

ﬂA(e’b‘] _ ﬂ (A(e,bi] nA(eybo]) ﬂ{ X, xP | xPo — xbi }

iel i€l i€l
_ def 1som
= {(xx*) | x € Cc(gigs ")} (N Cclgigs")
iel iel
on obtient le résultat. O

Quelques observations et réductions pour le cas : Supposons & centralisateur-connexe.
Soit V(a,b,c) 'un des V(ai, by, ci). Alors

ﬂ V(ai)bivci) = m (V(aivbi)ci) N V(a,b,c)) def lsom ﬂ { X y | QbeC - Cl1Xb11JCx}
iel iel 1.EI

~:W(aiybiyci)

Soit (xo,yo) une solution fixée de axbyc = aixbiyci, que ’on peut réécrire en b Tx 1 a; Taxb =
ycic 'y. Par conséquence, (xo,y) en est une autre solution ssi y € Cg(cic™ ) Supposons que
L : G — G est telle que (x,v(x)) € [);c; W(ai, bi,ci). Alors

ﬂ{(x,y) | axbyc = aixbiyei} = {(x,y) | x € dom(v),y € ﬂ ) Cg(cic™")}
iel i€l

={(x,y) | x € dom(v),y € v(x ﬂ(CG cic”
i€l

et il suffit de voir que dom(v) est déterminé par un nombre fini de W (ai, bi, ci), c.-a-d., si 77
est la projection sur la premiere coordonnée, que

[mW(ai,bi,Ci)] =m| ﬂ W(ay, by, ci)]
i€l ielo
pour un Ip fini C I. On a donc besoin d’une compacité uniforme en x.

Soit W({i1,...,in}): ﬂ] ] W(alj,blj,ch) On a clairement (;.; W(ai, by, ci) = n]e[l}

pour tout . Supposons que & n’a pas la propriété du recouvrement fini. Alors il existe n € w
tel que 7t; ' (x) N Nict Wlai, bi,ci) = 0 ssi ;' (x) N W(Jx) = 0 pour un Jx € [I]™. La question
se réduit donc a savoir si les W(J]) sont des fermés de Srour pour J € [I]™.

Soit (x,y;(x)) € W(aj,bj,c;). Alors
(%,v,2) € [\ Wlajbj,¢;) & ye()u;(x)-Calee;)
i€l j€]
Il s’ensuit que
={x| ﬂyj(x)Cg(cc;1) #0}n ﬂ 71 [W(aj,bj,¢5)]
j€] j€]

et on pourrait peut-étre réduire le probléme & savoir si les 7t1[W(a, b, c)] sont des fermés de
Srour.

Bine st, des considérations similaire sont possible dans le cas générale n > 3

Lemme 2.21 Supposons que pour n fixé, tous les V(aq,...,a,) sont des fermés de Srour.
Alors tous les V(a1xq -+ - QnXxnQny1) et les V(xpoa1x1 - - - QnXxn) sont des fermés de Srour.

-1
O V(axi---anXn@ny1) = V(ag101%7 - anXn). Donc Yix1---YnXnYny1 = € est une
équation dans le sens de Srour en X, et par symétrie aussi en j. O
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Corollaire 2.22 Soit & centralisateur-connexe, xi,i,zi des variables (non nécessairement
distinctes), et a,b,c € G, alors :
Via-xE - oxEbyfl - yEl o) € FlAut)

Vg beygtun! ceozgt -z € FAut)

Les ensembles de zéros basiques sont les singletons V(a), la diagonale V(xy~') et les graphs
V(xyz™") de pet V(xy) de L.

Lemme 2.23 Supposons que F est clos par permutations de coordonnées, intersection finie et
produit cartesien avec G, et qu’il contient les ensembles de zéros basiques. Alors ¥V C FP't ou
FPr dénote I’ensemble des images de F sous les projections standard.

O Soit V € V défini par a1xE' - anxE! = e. Alors il est aussi défini par
b 1 n

i Famr = a1 Ay =xF A AYan1 = an Ao =xE Ayt Yo =€),
La partie y; - - - ym = e peut étre davantage décomposée en
Zyiya =z1 Az1yz =22 A= Az 1Yym = €).
Donc V C FP', mais V est invariant par translation. O

Les ensembles de zéros basiques sont dans F(Aut)f N F(Aut)?". Je ne sais pas si F(Aut)"P" est
la famille de tous les ensembles définissables. F(Aut)P" n’est pas clos par intersection finie.

Dans un groupe centralisateur-connexe, tous les ensembles de zéros basiques sauf peut-étre
V(xyz~ ") sont dans F(Hol,). A-t-on un critere simple pour que V(xyz ') € F(Hol,)?

2.2.2 La propriété de Poizat

Appelons propiété de Poizat d’un groupe (stable) la propriété suivante : si t(x1,...,%k) est un
terme & parametre dans A et V(t) est générique (au-dessus de A), alors V (t) = G*.

Lemme 2.24 Tout groupe (stable) localement noetherien satisfait  la propriété de Poizat.
La preuve utilise le fait suivant :

Fait 2.25 ([JL] section 4.1, T stable) Si My < M et X C M™ est un fermé de Srour qui
contient My, alors X = M™.

Remarquons que ’adhérence dans la topologie de Srour d’un ensemble générique n’est pas
nécessairement tout !

O Soit &y une sous-structure élémentaire contenant les parametres d’un terme t(x1,...,Xx).
Supposons § € V(t) pour un § € G¥ générique au-dessus de Gy. Puisque § - h est générique
au-dessus de Go pour tout h € G§, on aura g-h € V(t) et donc G§ C g~ ' - V(t) = V(t(g - %)).
Puisque le dernier est un fermé de Srour par I’hypothese, on a G = V(t(g - %)), donc aussi
Gk =V(t). O

Corollaire 2.26 Supposons qu’il existe une < sous-topologie > de la topologie de Srour sur &
telle que tous les termes sont continus. Alors le groupe satisfait d la propriété de Poizat.

Exemple 2.27 Les groupes (stables) nilpotents-par-fini satisfont d la propriété de Poizat, [Ja].
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3 Complétude

Définition 3.1

(a) Soient Fy1,F> deuz familles d’ensembles. On dit qu’une structure I est F1-Fr-compléte
si FY' C Fa, i.e. si tout image d'un ensemble définissable de F1 par une projection est
dans F>.

(b) Soit C = C/E C M® gyec C C MX. Alors C C M®4 est Fy-Fa-complet si t[X] € F» pour
toute projection 7 : M**™ — M™ et tout ensemble X € B(C x M™) N F qui est E-saturé.

(c) H < G est un sous-groupe F1-Fr-parabolique si G/H est F1-F2-complet.

Si Fi est donné par les ensembles fermés d’une topologie Ti, je remplacerai F; par T; dans la
définition. Si Fy = F>, j'omettrai I’'un des deux.

Quelques exemples : toute structure 9 est complete pour la famille de tous les ensembles
définissables, et aussi pour la famille des fermés triviaux. Un module est complet pour la famille
des ensembles pp-définissables. Une variété abelienne est compléte pour la topologie de Zariski.

La F-complétude est une version forte d’élimination des quanteurs a des ensembles dans F
pres.

3.1 General Nonsense

Proposition 3.2

(a) Toute partie dans F1 d’un ensemble F1-Fa-complet est aussi Fr-Fa-complet.

(b) Si A est F1-Fz-complete, f un Fi-F2-morphisme, alors f[A] est Fa2-Fz-complet.

(c) Si A est Fi-Fa-complet, f un Fr-F3-morphisme et A est dans F3, alors f[A] est dans F>.
(d) Si A est Fr-Fa-complet et B est Fo-Fz-complet, alors A x B est F2-Fz-complet.

O (a), (b) et (d) sont directs; pour (c) il faut voir que f[A] est le projeté de T'tN (A x M) et
Te=f Al € F3. O

En particulier, les ensembles t-complets sont ceux dont tout image sous un T-morphisme (en
particulier I'identité) est fermé. La famille des t-complets est clos par sous-ensemble fermé et
produit cartesien fini.

En copiant les preuves de [J2], on en obtient les résultats suivants :

Proposition 3.3
(a) Si Hi < Hz < Hs, alors H3/H; est t-complet ssi Hz/Hz et Ha/Hq sont t-complets.

(b) G contient toujours des sous-groupes paraboliques minimauz. Les sous-groupes paraboliques
minimauz sont connexes et n’ont pas de sous-groupe parabolique propre.

.. pour les groupes de rang de Morley fini

Soit maintenant (&, T) un groupe topologisée tel que tous les termes soient des morphismes, et
No-stable de rang fini et connexe.

Proposition 3.4

(a) Si C C G est T-complet et e € C, alors le sous-groupe et le sous-groupe normal engendré
par C sont T-complets.

(b) G contient un sous-groupe connexe T-complet mazimal G, il est normal et G/G ne
contient pas de partie infinie T-compléte.

(c) G~ C Z(G).
(d) Si G ={e} et P < G est T-parabolique, alors 7 (P) = Z(G).
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O Toujours les mémes preuves que dans [J2] :

(a) Le sous-groupe normal engendré par C est de la forme C9'---C9 = p[C9" x --- x C9"]
d’apres le théoreme des indécomposables de Zil’ber, donc complet, et le sous-groupe engendré
par C en est une partie fermée.

(b) De la méme fagon, le sous-groupe engendré par tous les sous-groupes complet est complet,
et « complet-par-complet » est complet.

(¢) voir 3.7 pour une version légérement plus générale.

(d) Pour ¢ € Z(P), le morphisme y. : x — [x, c] factorise par y. : G/P — G. L’image Y.[G/P]
est complet et fini, donc réduit & 'identité, ce qui veut dire que ¢ € Z(G). O

3.2 Concrete Nonsense
3.2.1 Srour—complétude

Lemme 3.5 Aucune structure MM n'est Aut™ -compléte.

O L’ensemble {(x,a) | x # a} C M? est un fermé de Srour, mais pour a € acl(()), le projeté
{x|x # a} C M ne P’est pas. O

Une structure quelconque est méme tres loin d’étre compléte pour la topologie de Srour dans le
sens que tout ensemble définissable est 'image d’un fermé de Srour par une projection. Car un
ensemble définissable X = @ (M, a) C M™ est la a-fibre du fermé de Srour X = (M) C M™+™1,
et donc I"image du fermé X x {a} C M™*™ par la projection M™*+" — M™,

Cela implique que F(Aut)P", la famille des fermés de Srour dont tous les images par projection
sont encore fermés, est strictement plus petite que F(Aut). Elle contient les ensembles acl®(()-
définissables et les fermés triviaux, donc elle n’est pas close par intersections (considérer x # y
et x = aAy = y). On voit facilement que F(Aut)’ et F(Aut)? sont incomparable, et que
F(Aut)fPr = F(Aut)Prf.

La complétude est essentielle dans la théorie des groupe algébriques, et on peut espérer de
retrouver beaucoup de ses propriétés dans les groupes de rang de Morley fini si ’on arrive a
trouver une bonne notion de complétude. Je vois essentiellement deux possibilités :

— Trouver une sous-topologie de celle de Srour pour laquelle les groupes algébriques au moins
(sinon tous les groupes de rang de Morley fini) sont complets. Le premier candidat serait
T(Hol, ).

— Travailler avec une notion faible de complétude, par example la V-Aut-complétude. Un
probléme (parmi d’autres) : elle ne s’étend pas naturellement aux ensembles quelconques.

Pour simplifier, j’écrirai par la suite Hol au lieu de Hol‘,if.

Exemple 3.6

(a) Soit T une théorie de relations d’équivalence avec élimination des quanteurs : F(Aut)’ est
la famille des ensembles positivement définis; M est F(Aut)f-compléte. De plus, si M est
X-stable, alors F(Aut)' en fait une géométrie de Zariski.

(b) Soit & un groupe monobasé. Alors F(Hol) et la famille des ensembles pp-définissables, et &
est Hol-complet. De plus, si & est Ro-stable, alors T(Hol) en fait une géométrie de Zariski.

Remarque : un groupe est Hol-Aut-complet ssi il est Hol-complet.

3.2.2 V-Aut-complétude

Théoréme 3.7 (Lascar) Supposons que & est un groupe No-stable de rang de Morley fini et
V-Aut-complet. Alors & est abelien.
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O Fait : il existe n € w tel que G’ = {[h1,g1]---[hn,gn] | hi € G} pour tout générique
(g1,...,9n) € G™

Preuve du fait : pour toute suite (gi)icw, d’éléments génériques indépendants, il existe m tel
que G’ =[G, g1]---[G, gn] par le théoréme des indécomposables de Zil’ber, et on obtient une
borne sue ces m par compacité.

Supposons alors G non commutative et soit 1 # a € G'. Considérons la formule P (x) :=
Gly1,g1%1] - - [Yn, gnxnl = a. Soit G* = G une extension saturée, et g := (g1,...,9n) € (G*)™
générique au-dessus de G. Alors tout §- h avec h € G™ est générique au-dessus de G, d’ou
G"™ C P(G*). Mais (gf],...,g;1) ¢ P(G*) : alors VP ne définit pas un fermé de Srour (voir
p-ex. [JL] section 4.1) en contradiction avec I’hypothese de complétude. O

La méme preuve montre que :

Corollaire 3.8 Un groupe de rang de Morley fini, localement noetherien et Hol-complet est
abelien.

Remarque : les variétés abeliennes sont des examples de groupes V-Aut-complets. Les seuls
examples de groupes Hol-complet sont les modules dont on sait déjqu’ils sont abelien !

Proposition 3.9 Soit & stable.
(a) Si & est V-Aut-complet, alors & satisfait & la propriété de Poizat.

(b) Si & est Hol-complet et génériqguement d’exposant n, alors & est d’exposant n.

O (b) Soit g générique au-dessus de By << &. On sait (2.22) que x* = e Ax = gy définit un
Hol,-fermé. Donc par complétude, Ix(x* = e Ax = gy) définit un fermé de Srour, qui contient
Gy, donc tout G.

(a) est le méme raisonnement avec un terme quelconque. O

Question 4 (Une sorte de théoréme de Rosenlicht)
Supposons que G/Z(G) est V-Aut-complet. Est-ce qu’alors G est abelien ?

3.3 Construire des sous-groupes Hol-paraboliques

Soit K un corps algébriquement clos. Considérons la preuve suivante de la complétude de Zariski
de P(K) :

La surjection canonique p : KZ\{(0,0)} = P(K) est continue ot K*\{(0,0)} porte la topologie
induite. Soit V C P(K) x K™ une variété et 7t : P(K) x K™ — K™ la projection. Le cone affine C(V)
de V est la cloture de Zariski de V := (p x idk~)"'[V] dans K2*™. C’est une partie irréductible
de (K2 x7[C])U({(0,0)}xK™), et c’est une réunion de lignes droites moins un point sur chacune.
Tous ces points sont donc dans la cléture, d’ott C(V) D (K? x 7[C]). Mais par semi-continuité
de la dimension, C(V) ne peut pas avoir autre points sur la ligne {(0,0)} x K™. Par conséquent
C(V) = K? x 7[C] et 7[C] est fermé.

La preuve répose sur deux fait essentiels : K™ est couvert par une famille uniformément
définissable dont les membres se coupent deux-a-deux dans une petite partie; et la dimension
est semi-continue.

La premiere condition est satisfaite dans un mauvais groupe par les conjugués d’un Borel (voir
[P] théoréme 3.31) : Si G est un groupe simple, No-stable de rang de Morley fini, alors tous les
Borels sont conjugués et autonormalisant, et deux Borels distincts se coupent en l'identité.

Soit G* ;= G \{e}. Supposons qu’'un Borel B est (-définissable (en ajoutant cb(B) au langage).
Définissons une relation d’équivalence ~g sur G :

X=yYy=e ou

XNBy@){ x,y#e etilexiste g€ G tel quex € B9 ety € B®
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Soit p =pp : G — G/ ~p la surjection naturelle et P(B) ’ensemble d’imaginaires G*/~g. Une
partie X C P(B)x G™ est T-fermé s’il existe un T-fermé Y C G™*! tel que 'p[;]] X =YN(G*xG™).
(Donc P(B) porte la topologie quotient de la topologie induite sur G*, qui dans ce cas est égale &
la topologie induite sur P(B) par la topologie quotient sur G/ ~g parce que la classe manquante
n’a qu’un élément — c’est faux en général!)

Proposition 3.10 Supposons que la condition suivante est satisfaite (une version faible de la
semi-continuité de la dimension) :

Sim: G — G™ est une projection et X C G™! un ensemble sans 7-fibres finies,
alors la Hol-adhérence de X n’a pas de Tt-fibre finie.

Alors P(B) est Hol-complet.

O C’est exactement la méme preuve que pour 1’espace projectif :
Soit V C P(B)x G™ un ensemble définissable et Hol-fermé, 7t la projection sur G™ et V := p[*n]] V1.
Par définition, V = W N (G* x G™) pour la Hol-adhérence W de V. Alors

VU ({e} x V) CW C VU ({e} x G™)

La premiere inclusion vient du fait qu’une partie cofinie d’un sous-groupe définissable infini X
n’est pas Hol-fermé : un point manquant peut étre translaté sur un point y ¢ acl(cb(X)) et puis
on peut appliquer le lemme 3.26 de [JL].

Avec Phypothese de semi-continuité faible on en déduit W = VU ({e} X G“). Par conséquent,
mtlV] = W est un Hol-fermé. O

On peut bien sir remplacer la Hol-topologie par n’importe quelle topologie fibreuse qui satisfait
la propriété de semi-continuité faible et la propriété qu’une partie cofinie propre d’un sous-
groupe définissable infini n’est pas fermé.

G agit transitivement sur P(B), le stabilisateur est Ng (B). Puisque B est autonormalisant dans
notre cas, on obtient une bijection ()-définissable et G-équivariant f : G/B — P(B). C’est donc
un Aut-homéomorphisme.

Question 5

(a) Est B aussi un Hol-homéomorphisme ? Sous des condition raisonnables 2 Dans les groupes
algébriques ?

(b) Est-ce que Uhypothése de semi-continuité est satisfaite ¢ Sous des condition raisonnables ?
Dans les groupes algébriques ?

Dans les groupes algébriques et pour la topologie de Zariski, la méme situation implique que
G/B est complet (voir [Hu] lemma 21.1), mais la preuve répose sur des téchniques de géométrie
algébrique qui ne peuvent pas étre copiées facilement. Dans le contexte d’une géométrie de
Zariski, une condition de régularité (ou lisseté) permet de montrer que f est un homéomorphisme
(voir [J1] 3.55 et 5.45). La traduction immédiate de cette lissité pour la topologie de Srour ou
la Hol-topologie est fausse, méme dans les corps algébriquement clos, mais une autre condition
moins stricte pourrait faire I’affaire.

Deux autres possibilités de procéder :
— chercher une topologie moins fine;

— analyser soigneusement la preuve et essayer de I’améliorer.
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